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볼봇 LQR 제어시스템 개발 

Development of Ballbot LQR Control System 
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1Department of Electrical and Information Engineering, Seoul National University of Science and Technology 

Abstract: A ballbot has free mobility to move in all directions. It is a typical example of a dynamic system with an unstable 
equilibrium point, and thus it is important to design a reliable control system for it. In this study, a ballbot model is decoupled into a 
2D model and analyzed using the Euler-Lagrange dynamic equations. The relationship between the wheels of the 2D model and the 
omni-wheels of an actual system is presented. The nonlinear dynamic system of the ballbot is linearized using the Taylor series 
expansion, and an LQR control with integral action is proposed. In this study, an integral controller is added to the LQR control to 
solve the problem due to the uncertainties in the dynamics model and to improve the stability of the ballbot control system. 
Experimental results are presented to validate the proposed controller. 
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I. 서론 
 
공과 같은 구형 물체를 구동 바퀴로 하여 이동하는 로봇을 

볼봇이라고 한다[1]. 볼봇은 공간 점유율이 낮고 전방향 이동

이 가능하며 제자리 회전이 가능한 장점이 있다[2,3]. 그러므

로 볼봇은 인간과 상호작용을 함에 있어 정적으로 안정인 로
봇에 비해 유리하다. 
기본적으로 볼봇은 공 위에 놓인 역진자 시스템과 같으며

[4], 동적으로 불안정한 시스템이므로 자체적으로 균형을 유
지하기 위한 적절한 모델링과 그에 따른 신뢰할 수 있는 제
어기가 필요하다[5]. 모델링에 있어서 수월한 해석을 위해 본
래 3D인 모델을 2D로 분리하여 평면 모델을 사용하거나[6] 
일반적으로 제거시키는 마찰과 관련된 모델을 포함시키기도 
하며[7], 3D인 모델을 그대로 해석하여 사용하기도 한다[8]. 이 
외에도 다양한 모델링 방식이 있다[9]. 이러한 모델에 대한 제
어기의 설계로는 균형유지 및 이동에 대해서 비선형 모델의 
선형화를 통해 선형 제어기인 LQR 제어기[10] 또는 LQG 제
어기[11], 비선형 모델에 대한 비선형 제어기[8]가 연구되었다. 
한편 볼봇이 구형 물체 위에 있을 경우 불안정하기 때문에 

로봇을 구형 물체 위가 아닌 내부에 위치시켜 상대적으로 안
정적인 볼봇을 연구하기도 하는데, 이러한 경우 전방향 이동

성을 가지지만 부피가 불필요하게 커질 수 있는 단점이 있다

[12]. 본 논문에서는 그림 1과 같이 구형 물체 위에서 동작하

는 볼봇을 다룬다. 
본 논문에서는 2장에서 볼봇의 구조를 설명하고, 균형유지 

제어기 설계를 위해 [5,6]에서와 같이 볼봇의 모델을 수직 평
면에 대해 사영시켜 2D 모델을 구한다. 그리고 2D 사영 모 

 
(a)                               (b) 

그림 1. 볼봇. 
Fig.  1. Ballbots. (a) Tohoku Univ. [13], (b) Swiss Federal Institute 

of Technology [14] 
 

델에 대한 동역학식을 구하기 위해 시스템 에너지에 관한 오
일러-라그랑주 방법을 이용한다. 또한 2D로 분리된 모델을 
실제 3D 모델에 적용하기 위한 관계식을 구한다. 3장에서는 
2장의 시스템 해석을 통해 얻은 비선형 식을 테일러 급수전

개를 이용하여 선형화하고, 이에 대해 LQR제어기를 설계하

며, 제어 안정성을 향상시키기 위한 적분 제어기에 대해 설
명한다. 4장에서는 개발한 볼봇에 대해 제안한 제어기를 적
용하여 동적 안정성을 실험을 통해 확인한다. 이를 통해 모
델링과 제어기를 검증하고, 5장에서 결론을 맺는다. 
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II. 시스템 모델 
1. 볼봇 시스템 구조 

그림 2는 본 논문에서 개발한 볼봇의 CAD 모델이다. 
본 논문에서 개발한 볼봇은 3개의 옴니휠을 사용하며 이

웃한 옴니휠은 120°의 각을 이룬다. 볼봇의 몸체는 알루미

늄 판 3개와 아크릴판 2개로 이루어져 있으며 각각의 판에는 
모터 및 모터 브라켓, 마이크로프로세서 STM32F4, 모터 드
라이버, 배터리, 그리고 IMU센서가 장착되어 있다. 
2. 2D 평면 모델 

해석의 용이성을 위해 실제 볼봇 시스템 모델을 각각 X-Z 
평면과 Y-Z 평면으로 사영하고 분리하여 2D 해석을 진행한

다. 이 때, 다음과 같이 가정한다. 
가정 1: 바퀴와 공 사이, 공과 지면 사이 미끄러짐은 없다. 
가정 2: 몸체와 바퀴, 공의 변형은 발생하지 않는다. 
가정 3: 공과 지면 사이, 바퀴와 공 사이 등에 마찰이 없다. 
가정 4: 공은 수평면에서만 움직인다. 
가정 5: 몸체의 질량은 균일한 밀도를 가진다. 
그림 3은 X-Z 평면에서의 볼봇 2D 모델이다[5]. 가정에 의

해 X-Y 평면에서 토크는 발생하지 않으므로 X-Y 평면에 대
한 해석은 생략한다. X-Z 평면의 모델과 Y-Z 평면의 모델은 
같은 구조이므로 본 논문에서는 X-Z 평면 모델을 기준으로 
해석을 진행한다. 그림 3의 변수들은 표 1과 같다. 

 

 

그림 2. 볼봇의 CAD 모델.  
Fig.  2. The CAD model of a ballbot.  

 
표 1. X-Z 평면 모델의 변수들. 
Table 1.  Parameters of the X-Z plane model.  

변수 설명 

M 몸체의 무게 중심점 

L 공의 중심과 몸체의 무게 중심 사이의 거리 

br  공의 반지름 

wr  바퀴의 반지름 

θ  몸체의 무게 중심점 M의 기울어진 각도 

φ  공의 회전 각도 

ψ  바퀴의 회전 각도 

  

그림 3. 볼봇의 X-Z 평면 모델.  
Fig.  3. The X-Z plane model of a ballbot.  

 
바퀴는 2D로 분리한 평면에서 가상으로 정의된 것이므로 실제 
볼봇 시스템에 적용하기 위해서는 변환 과정을 필요로 한다. 
3. 오일러-라그랑주 동역학 모델 

평면 모델을 이용하여 공, 바퀴, 로봇 몸체의 에너지를 구
하고, 오일러-라그랑주 식을 이용하여 볼봇 시스템의 동역학 
모델식을 구한다[5]. 공, 바퀴, 로봇 몸체를 포함한 볼봇 시스

템의 에너지는 다음과 같다. 

 ball wheel body

ball wheel body

P P P P

K K K K

= + +

= + +
 (1) 

여기서 P는 위치에너지의 합, K는 운동에너지의 합을 의미한

다. 그리고 ballP , wheelP , bodyP , ballK , wheelK , bodyK 은 각각 

공, 바퀴, 몸체의 위치에너지 및 운동에너지를 의미하며 각각

의 에너지는 다음과 같은 관계식을 갖는다. 

 0ballP =  (2) 

 ( ) coswheel w b wP m g r r θ= +  (3) 

 cosbody MP m gL θ=  (4) 

 2 21 1( )
2 2ball b b bK m r Jφ φ= +  (5) 

 21 1
2 2

T
wheel w w w wK m p p J ψ= +  (6) 

 21 1
2 2

T
body M M M MK m p p J θ= +  (7) 

 [( ) sin 0 ( ) cos ]T
w b w b b wp r r r r rθ φ θ= + + +  (8) 

 [ sin 0 cos ]T
M bp L r Lθ φ θ= +  (9) 

여기서 위치에너지는 공의 중심점을 기준으로 계산하고, 운
동에너지는 병진 운동 및 회전 운동의 합으로 표현한다. 또
한 바퀴의 각속도는 공과 바퀴 사이에 미끄러짐이 없으므로 
다음과 같다. 

 ( )b

w

r
r

ψ φ θ= −  (10) 

에너지 식에 관련된 변수들의 설명을 표 2에 정리하였다.
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표 2. 에너지 식의 변수들.  
Table 2. Parameters of the energy equation.  

변수 설명 

bm  공의 질량 

wm  바퀴의 질량 

Mm  몸체의 질량 
g 중력가속도 

bJ  공의 관성모멘트 

wJ  바퀴의 관성모멘트 

MJ  몸체의 관성모멘트 

wp  바퀴의 중심 좌표 

Mp  몸체의 무게중심점 M의 좌표 
 
이제 식 (1) ~ 식 (10)의 에너지 식에 대해 오일러-라그랑주 

식을 이용하여 시스템의 동역학 모델을 구할 수 있다. 

 
0

d L L
dt q q

τ⎡ ⎤∂ ∂
− = ⎢ ⎥∂ ∂ ⎣ ⎦

 (11) 

 L K P= −   (12) 

 [ ]Tq φ θ=  (13) 

식 (12)과 식 (13)을 식 (11)에 대입하여 정리하면 다음과 
같은 비선형 방정식을 얻는다. 

 ( ) ( , ) ( )
0

M q q C q q q G q
τ⎡ ⎤

+ + = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (14) 

2 2

2

2

2 2 2

( ) ( )
( )

( ( ) ) cos ( )

( ( ) ) cos ( )

( ) ( )

b
b w M b b w

w

b
w b w M b w

w

b
w b w M b w

w

b
w b w M M w

w

rm m m r J J
r

M q
rm r r m L r J
r

rm r r m L r J
r

rm r r m L J J
r

θ

θ

⎡ + + + +⎢
⎢=
⎢

+ + −⎢
⎣

⎤+ + − ⎥
⎥
⎥

+ + + + ⎥
⎦

 (15) 

 
0 ( ( ) ) sin

( , )
0 0

w b w M bm r r m L r
C q q

θθ⎡ ⎤− + +
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (16) 

 
0

( )
( ( ) ) sinw b w M

G q
m r r m L g θ

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥− + +⎣ ⎦

 (17) 

여기서 ( )M q 는 관성 행렬, ( , )C q q 는 코리올리 힘과 원심

력 벡터, ( )G q 는 중력 벡터이다. 2.2절의 가정 5로부터 몸체 

질량이 균일한 밀도를 가지므로 X-Z 평면과 Y-Z 평면은 같
은 모델식을 가지며 질량, 관성모멘트 등 실제 물리적인 값
도 같다. 따라서 Y-Z 평면에 대한 해석은 앞의 해석과 일치

한다.  
4. 2D 평면 모델과 실제 모델의 관계 

2D 평면 모델에서의 바퀴는 가상의 바퀴로 두어 해석하였

으므로 실제 시스템의 옴니휠에 바로 적용할 수 없다. 따라 

 
(a)                                 (b) 

그림 4. 2D 모델과 실제 시스템의 관계. (a) 옆면, (b) 윗면 
Fig.  4. The relationship between the 2D model and the actual 3D 

system. (a) side view, (b) top view 
 

표 3.  2D 모델과 실제 시스템의 값 및 변수들.  
Table 3.  Parameters of the 2D model system and the actual system. 

변수 설명 

xT , yT , zT x축, y축, z축에 대한 토크 

1T , 2T , 3T 실제 시스템에서 모터 1, 2, 3에 의한 토크 

α  몸체의 무게 중심축으로부터 바퀴와 공의  
접점 사이의 각도 

β  x축과 모터 1 사이의 각도 
 

서 실제 시스템에 적용하기 위해서는 분리시킨 평면 모델을 
다시 실제 3D 시스템으로 변환시키는 과정이 필요하게 된다. 
그림 4를 통해 다음과 같은 관계식을 얻을 수 있다[5]. 

 ( )1
1 2 cos sin
3 cosz x yT T T Tβ β

α
⎧ ⎫= + −⎨ ⎬
⎩ ⎭

 (18) 

  ( ) ( ){ }2
1 1 3 sin 3 cos
3 cosz x y x yT T T T T Tβ β

α
⎡ ⎤= + ⋅ − + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

 (19) 

  ( ) ( ){ }3
1 1 3 sin 3 cos
3 cosz x y x yT T T T T Tβ β

α
⎡ ⎤= + + + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

 (20) 

그러나 가정에 의해 X-Y 평면에 대한 토크, zT 는 발생하

지 않으므로 식 (21)을 얻는다. 

 0zT =  (21) 

이제 식 (21)을 대입하여 식 (18) ~ 식 (20)을 아래와 같이 
다시 정리한다.  

 ( )1
2 cos sin

3cos x yT T Tβ β
α

= −   (22) 

 ( ) ( ){ }2
1 3 sin 3 cos

3cos x y x yT T T T Tβ β
α

= ⋅ − + − +  (23) 

 ( ) ( ){ }3
1 3 sin 3 cos

3cos x y x yT T T T Tβ β
α

= + + − +   (24) 

식 (22) ~ 식 (24)을 통해 2D 모델의 가상의 토크를 실제 시
스템의 옴니휠에 의한 토크로 변환할 수 있다. 또한 다음과 
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같이 의사역행렬을 이용하여 실제 시스템의 옴니휠에 의한 
토크를 2D 모델의 가상의 토크로 변환할 수 있다. 

 
1

2

3

x

y

T
T

T R
T

T

⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥ = ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

  (25) 

 
2 cos 2sin

1 3 sin cos sin 3 cos
3cos

3 sin cos sin 3 cos

R

β β

β β β β
α

β β β β

−⎡ ⎤
⎢ ⎥

= − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− +⎣ ⎦

  (26) 

 
1

1
2

3

( )x T T

y

T
T

R R R T
T

T

−

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

  (27) 

 
III. LQR 제어기 설계 

 
불안정한 평형점을 갖는 볼봇의 제어를 위해 적분 제어기

를 포함한 LQR 제어기를 설계한다. 이를 위하여 식 (14)을 
q 에 대하여 정리한다. 

 1 1 1( ) ( , ) ( ) ( ) ( )
0

q M q C q q q M q G q M q
τφ

θ
− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= = − − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎣ ⎦

 (28) 

식 (28)와 식 (15) ~ 식 (17)을 이용하여 볼봇의 평형점인 

[ ]0 0 0 Tq = 과 [ ]0 0 0 Tq = 에서 테일러 급수를 이용하여 

선형화하면 다음과 같다. 

 2 2
1 ( ) ( )b

b w M b b w
w

rc m m m r J J
r

= + + + +  (29) 

 2 2 2
2 ( ) ( )b

w b w M M w
w

rc m r r m L J J
r

= + + + +  (30) 

 2
3 ( ( ) ) ( )b

w b w M b w
w

rc m r r m L r J
r

= + + −   (31) 

 4 ( ( ) )w b w Mc m r r m L g= + +   (32) 

 2 31
2

3 11 2 3

1( )
c c

M q
c cc c c

− −⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−− ⎣ ⎦

  (33) 

 1 0 0
( ) ( , )

0 0
M q C q q− ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

  (34) 

 31 4
2

11 2 3

( ) ( )
ccM q G q
cc c c

θ− ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−− ⎣ ⎦

  (35) 

이제 식 (28) ~ 식 (35)을 이용하여 대상 시스템을 다음과 
같이 상태공간식으로 표현할 수 있다. 

 x A x B u
y x
= +
=  (36) 

 
T

x φ θ φ θ⎡ ⎤= ⎣ ⎦     u τ=   (37) 
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2
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c c

c c c

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−

= ⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

  (38) 

 2 3
2 2

1 2 3 1 2 3

0 0 c cB
c c c c c c

⎡ ⎤−
= ⎢ ⎥− −⎣ ⎦

  (39) 

LQR 제어기는 식 (40)의 비용함수를 최적화하는 식 (41)의
상태궤환 이득을 구하는 것이다[15,16]. 상태궤환 식과 비용 
함수는 다음 식으로 표현된다. 

 2

0
( )TJ x Qx Ru dt

∞
= +∫   (40) 

 u Kx= −  (41) 

위에서 Q와 R 행렬은 각각 상태 변수와 입력 변수에 대한 
가중치 행렬이다. 가정에 의하여 X-Z 평면과 Y-Z 평면의 물
리 값이 같으므로 X-Z 평면에서의 Q와 R 가중치 행렬과 그
에 따른 상태 궤환 이득 K를 Y-Z평면에서도 사용할 수 있다. 
볼봇은 동적으로 불안정하며, 동역학 모델 과정에서 예측

하기 어려운 마찰, 모터의 백래쉬에 의한 영향으로 제어에 
어려움이 있다. 따라서 단순 컴퓨터 시뮬레이션으로는 제어

가 가능한 것으로 보이더라도 실제 시스템에 적용할 때는 많
은 문제들이 발생할 수 있다. 본 논문에서는 이러한 문제들

을 완화하기 위해 LQR 제어기에 적분 제어기를 추가로 적
용함으로써 추종 오차의 수렴 속도를 향상시키고 변수 값들

의 변화와 외부 외란에 대해 제어 안정성을 향상시킨다[8]. 
여기서 적분제어기는 상태 궤환 이득으로 얻은 값인 식 (41)
의 u 를 입력으로 하여 모터 제어 값을 출력한다. 

 
IV. 실험 결과 

 
실제 시스템을 제작하고 제어기를 적용하여 모델링 및 제

어기를 검증한다. 제작된 시스템 및 실험 환경을 이용하여 

실제 물리 값들을 측정 및 계산한다. 
1. 볼봇 제어 시스템 

그림 5는 본 논문에서 개발한 실제 볼봇이다. 동역학 식의 

변수 값은 표 4와 같다. 표 4에서 L은 CAD 모델을 통해서 

얻었으며 br , wr , bm , wm , Mm 은 측정에 의해 구하였다. 

공의 경우 얇은 구형의 쉘로 가정하여 bJ 를 계산하였다. 이

와 유사하게 바퀴의 경우 원통형 강체로 가정하고 모터의 샤
프트, 기어비를 포함하여 wJ 를 구했으며 몸체의 경우에는 

원통형 강체로 가정하여 MJ 을 얻었다. 

표 4의 값을 이용하면 식 (38)과 식 (39)의 행렬 A , B 는 
다음과 같이 얻어진다. 

 

0 0 1 0
0 0 0 1
0 5.0968 0 0
0 8.5451 0 0

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (42)
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표 4. 실제 볼봇 동역학의 변수 값. 
Table 4. Parameter values of the actual ballbot dynamics. 

변수 이름 변수 값 

L 0.25 m 

br  0.125 m 

wr  0.055 m 

bm  0.646 kg 

wm  0.249 kg 

Mm  6.136 kg 

g 9.81 m/s2 

bJ  0.0067 kgm2 

wJ  0.0155 kgm2 

MJ  1.3249 kgm2 
α  45° 
β  0° 

 

 [ ]0 0 5.2815 0.3291 TB = −   (43) 

본 실험에서는 가중치 행렬 Q와 R을 실험을 통해 다음과 
같이 설정하였다. 

 

1 0 0 0
0 50 0 0
0 0 3 0
0 0 0 15

Q

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

   100R =   (44) 

MALTAB의 lqr() 함수를 이용하여[18] 식 (36) ~ 식 (44)로
부터 상태 궤환 이득 K를 구할 수 있다. 

 [ ]0.1 78.9713 0.3321 27.1950 TK = − − − −   (45) 

볼봇의 제어 시스템 구조는 그림 6과 같다. IMU 센서를 통
해 몸체의 기울어진 각도 및 각속도 값을 획득하고 식 (27)
의 관계식을 통하여 모터 엔코더 값을 공의 각도 및 각속도 
값으로 변환한다. 

 

 

그림 5. 실제 볼봇 시스템.  
Fig.  5. The actual ballbot system. 

 

그림 6. 볼봇 제어 시스템 구조.  
Fig.  6. The structure of a ballbot control system.  

 
2. 실험 결과 

그림 7과 그림 8은 앞서 설계한 제어기를 실제 시스템에 
적용하여 실험과정에서 얻은 IMU 센서 값을 그래프로 표시

한 것으로 각각 roll과 pitch 값을 의미한다. 그림에서 roll과 
pitch 값이 모두 평형점 부근 약  -1°~1°의 범위에서 머무

는 것으로 볼 수 있으며, 이는 볼봇이 동적 안정성을 유지하

고 있음을 의미한다[19]. Roll과 Pitch 기울기 값이 수렴하지 
못하고 일정 범위에서 진동하는 것은 실제로는 마찰과 미끄 
러짐이 존재하고 옴니휠 3개의 바퀴와 공의 완전한 접촉을 
보장할 수 없기 때문이다. 또한 실제 시스템은 비선형 시스

템이지만 평형점에서 테일러 급수를 이용한 선형화 및 선형 
 

 
그림 7. 볼봇 실험을 통해 획득한 roll 각.  
Fig.  7. The roll angle from a ballbot experiment.  

 

 
그림 8. 실험을 통해 획득한 pitch 각.  
Fig.  8. The pitch angle from a ballbot experiment.  
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제어기의 사용으로 인해 오차가 생길 수 있다. 
실험을 통해 X-Z평면 및 Y-Z평면의 2D 모델링 및 적분제

어기를 포함한 LQR 제어기를 검증하였으나 공이 제자리회

전을 하는 현상을 관찰하였다. 이 역시 가정과는 다르게 X-Y 
평면에 대한 회전 토크가 발생하는 것으로 이에 대한 모델 
링 및 해석이 필요하다. 이와 관련한 제어기의 설계를 통해 
볼봇의 방향 제어가 가능할 것이다.  

 
V. 결론 

 
본 논문에서는 볼봇의 구조를 제시하고 2D 모델로 분리하

한 시스템에 대해 에너지 기반 오일러-라그랑주 동역학 모델

을 구하였다. 그리고 2D 모델에서의 가상의 바퀴와 실제 시
스템의 옴니휠 사이의 관계를 보였다. 또한 오일러-라그랑주 
비선형 동역학 식을 평형점에서 테일러 급수를 이용하여 선
형 시스템으로 근사하였고, 이를 상태공간 식으로 표현하여 
LQR 제어기를 설계하였다. 또한 동역학 모델링 과정에서 반
영하지 못한 불확실 요소들에 대해 제어 안정성을 향상시키

기 위해 적분 제어기를 포함시킨 확장 제어기를 설계하였다.  
실제 볼봇을 제작하여 관련 동역학 변수 값을 측정함으로

써 근사 선형 시스템을 구하였고, LQR 제어기의 가중치 행
렬 Q와 R의 조정을 통해 적절한 상태변수 피드백 이득 행렬 
K를 구하였으며, 실험을 통해 실제 시스템이 동적으로 안정

함을 확인하였다.  
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